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离散信号空间上的最小能量框架在升余弦
脉冲信号上的去噪算法
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摘  要：利用离散信号空间上的最小能量（小波）框架对升余弦脉冲信号展开去噪算法的研究。对于所给的 2 组

不同最小能量框架，升余弦脉冲信号和加性高斯白噪声的抽样离散信号在这 2 组框架的各个子数列下的分解系数

将出现明显不同的统计特征。据此给出了 2 个具体的阈值去噪算法，两者都充分利用了最小能量框架在信号去噪

应用上的优点，在保持发送原始信号成分的同时去除了部分噪声成分，获得了较好的处理效果。仿真结果表明，

当调制方式为 BPSK 且升余弦脉冲信号受加性高斯白噪声影响时，如果利用 2 个算法对接收波形进行去噪预处理，

则接收信号的信噪比大幅度提升，在误码率上可以分别获得 3.1dB 和 2.7dB 左右的性能增益。
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De-noising algorithms for the raised cosine pulse signal using the 
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Abstract: The de-nois ing algorithms were proposed for the raised cosine pulse signal using minimum-energy (wavelet)

frame in the discrete signal space. For the given two minimum-energy frames, the decomposition coefficients of sampled 

sequence appeared significant statistical characteristics difference between the raised cosine pulse signal and additive 

Gaussian no ise under the frames’ sub-sequences. Based on this, two threshold de-nois ing algorithms were provided to 

makes full use of the merit that the frame was fit for the de-nois ing work, they removed partial no ise component while 

keeping the component of original s ignal and got effic   nt de-noising result. The simulation results show that, when the 

modulating method is BPSK and its raised cosine pulse signal is polluted by the additive Gaussian noise, then if add a

pre-processing link to denoise the receiving waveform using the algorithms, the receiver can greatly increase the sig-

nal-to-noise ratio of receiving s ignal and have about 3.1dB and 2.7dB performance gain of bit error ratio, respectively.
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从而获得比传统的不具冗余性的正交小波变换算

法更好的去噪效果。由于充分利用了接收信号的先

验信息，本文提出的对接收信号的抽样离散序列进

行去噪处理可以有效提高接收信号的输出信噪比。

而系统如果在接收机上增加了这样的一个信号去

噪的预处理环节，可以大幅度降低噪声影响，减少

解调的误码率，获得较大的性能增益。理论分析和

仿真结果表明，当调制方式为 BPSK 且升余弦脉冲

信号受加性高斯白噪声的影响时，2 个去噪算法在

误码率上可以分别获得约 3.1dB 和 2.7dB 左右的性

能增益。

2  离散信号空间上的最小能量框架的基础
知识

本节主要介绍一下框架和文献[11]给出的离散

信号空间上的最小能量框架的一些基本性质。

定义 1 设{x j : j ∈ J }是希尔伯特空间H 上的

一组元素，如果对于任意的元素 f ∈ H ，存在正数

l 1 和 l 2 ，有

2

l 1 f
2
≤∑ < f , x j > ≤ l

2

2 f (1)
j∈J

则称{x j : j ∈ J }是 H 上的一个框架，l 1 ，l 2 分别称

为框架的下、上框架界。而如果 l 1 = l 2 = 1 ，则称

框架是一个 Parseval 框架。而对于一个 Parseval 框

架，有下列通用的分解和重构公式：

f = ∑< f , x j > x j (2)
j∈J

定义 2 设数列 p[ k ] ∈ l2 是一个数字低通滤波

器的单位抽样响应，如果一数列组 qi ∈ 2

[k ] l :

i = 1, 2,L, N 对所有的整数 j 和 l 满足下列条件：

∑
n

( p[ j −2 k ] p[ l −2 k ] + ∑q i q i
[ j −2 k ] [ l −2 k ] ) = 2d j .l (3)

k∈Z i =1

则称数列组 q i

[ k ] : i =1, 2,L, N 生成了离散信号空间

上的一个和数列 p[k ] 相联系的最小能量框架。这里，

1, j = l
d j .l 定义如下：d j .l =  。

0, j ≠ l

最小能量框架不但可以使用 Parseval 框架的分

解和重构公式，而且也可以使用小波理论中特有的

塔式分解和重构算法，这为它们在离散信号上的广

泛应用奠定了坚实的基础。

引理 1 如果数列 q i

[ k ] : i =1, 2,L, N 生成了离

3 45

1  引言

小波分析[1~4]在数学理论和实际应用中都有着

十分重要的意义，特别是在信号处理领域上有着广

泛的应用[5~10]。而在正交小波基础上 CHUI C K 等[4]

提出了最小能量（小波）框架的概念并研究了其性

质，它既可以利用小波理论对信号进行时频分析和

处理，又克服了正交小波不能同时具备光滑性、紧

支性、和对称性的缺点，在信号处理领域上有着良

好的应用前景。

虽然从信息论角度出发，对连续信号进行离散

化处理不可能取得比直接处理更好的结果。但随着

相关技术的不断发展，数字信号处理技术渐渐在稳

定性，可程控性，集成规模等方面都比模拟信号处

理有着较大优势，因此连续信号的离散化处理是信

号处理领域中的一个总趋势。

目前关于小波理论的研究大部分集中在连续

信号空间上，为了把相关理论扩展至离散信号处理

领域，谢映海等[11]在连续信号空间的最小能量框架

基础上，首次给出离散信号空间上的最小能量框架

的定义，并证明了它所具备的一些和连续信号空间

上的最小能量框架相类似的优良性质；该文献还针

对数字通信系统中用来携带数字信息的矩形脉冲

信号展开了去噪算法的研究，并获得了较好的处理

效果。

与矩形脉冲信号相比，升余弦脉冲信号的功率

密度谱虽然具有较宽的主瓣，但拖尾衰减速度要快

很多，在应用中具有更高的实用价值。因此本文将

在文献[11]的基础上，利用离散信号空间上的最小

能量框架进一步对这种类型的信号展开去噪算法

的研究。对于所挑选的 2 组不同的最小能量框架，

详细地分析了抽样离散化后的升余弦脉冲信号数

列和加性高斯噪声数列在这 2 组框架的各个子数列

下的分解系数的各自统计特征，并根据它们呈现出

来的明显差异和阈值去噪算法的思想[12,13]，分别给

出了其对应的去噪算法。

比起传统的直接对连续信号波形进行处理的

D4 单小波阈值去噪算法[12]，这 2 个去噪算法的本

质都是连续接收信号的离散抽样信号进行分解，然

后对分解子数列进行一定的去噪处理后再重构信

号。使用具有一定冗余性的最小能量框架数列变换

算法可以减少误差，提高重构精度，同时算法更有

利于分离接收信号中的原始信号成分和噪声成分，
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散信号空间上一个和数列 p[k ] 相联系的最小能量框

架，则对任意数列 c + ∈ l2

[ j 1,k ] ，有分解算法如下：

1
c[ j , l ] = ∑ p c

2
[k −2l ] [ j +1,k ]

k

1
d i

[ ,l ] q i
j = ∑ [k −2l ]c[ j +1,k ] ， i = 1, 2,L, N (4)

2 k

其重构算法如下：

1
c[ j+1,l ] = ∑

N

{ p[l ]c
i i

−
2

2 k [ j ,k ] + ∑q[ l −2 k ]d[ j ,k ]} (5)
k i =1

及满足分解前后的能量不变性等式：
2

∑
N2

c j +1 = ∑
2 i

[ ,k ] c[ j , l ] + ∑∑ d[ j , l ] (6)
k∈Z l∈Z i =1 l∈Z

注：由于可以利用分解公式对数列进行逐层分

解，因此数列 c[ j +1,k ] 的下标第一个表示层数，第二

个表示整数轴。

比起其他 Parseval 框架，离散信号空间上的最

小能量框架的一个优点就在于它可以使用塔式分

解和重构算法。从时域上看，塔式分解公式时可以

看作是对离散信号在不同尺度下进行逐层分解，通

过分析各层的分解子信号的性质来研究信号本身

整体和局部的一些特征；从频域上看，由于存在明

确的重构公式，最小能量框架可以看作是一个可准

确重建，由 N +1 个单位抽样响应分别为 p[k ] 和

q i

[ k ] : i =1, 2,L, N 的数字滤波器组成的滤波器组，可

从多个不同频带上对信号频谱信息进行分析处理。

3  离散信号空间上的最小能量框架在升余
弦脉冲信号上的去噪应用

在数字通信领域，脉冲宽度为T 的矩形脉冲信

号 g1 (t) = A(0≤ t ≤T ) 和 升 余 弦 脉 冲 信 号

A  2p  T 
g2 (t) = 1+ cos  t -  (0 t ≤ ≤T ) 是发射机

2  T  2 

比较常用的 2 种用来携带数字信息的基本信号类

型。在频谱方面，升余弦脉冲信号的谱函数

AT sin pfT
G2 ( f ) = e- jpfT

2 2
虽然要比矩形脉冲

2 pfT (1- f T )

sin pfT
信号的谱函数 G f = T jp fT

1 ( ) A e- 具有更宽的
pfT

的主瓣，但拖尾的衰减速度无疑要快很多，因此具

有更高的实用价值。

任何形式的信号在传输过程中不可避免的都

会受到各种噪声的污染，因此信号去噪一直是信号

处理领域中的一个研究热点。对采用升余弦脉冲的

BPSK 基带信号 s(t) 而言，如果传输信道为加性高

斯白噪声信道，不失一般性，发送功率归一化后接

收信号 r(t )可以表示为

π
r t = ∑

2 2 T
( ) ± [1 + cos (t − nT − )] + u(t ) (7)

n 3T T 2

其中， ± 分别代表数字信息 0 和 1，u(t) 是功率密

度谱为d 2 的高斯白噪声的样本函数。而检测器将根

据输出向量的正负性来判决接收信号上的所携带

的数字信息。

从频带角度上看，虽然接收信号受到了加性高斯

白噪声的污染，其在整个频率范围内都具有平坦的功

率密度谱，但假定接收端的信号和噪声通过了一个理

想的，带宽足够大的带通滤波器，使得接收信号是一

个带限随机信号。因此接收信号可以用一个非唯一，

抽样速率不低于其奈奎斯特速率的数字序列 r[n ] =

s[n ] + u[n ] 来表示。利用式（4）对 r[n ]进行分解，有

1
c = ∑ p i 1 i

[ l ] [k −2 ] d
2

l r[ k ] ， [ l ] = ∑q[k −2 l ]r[k ] ，
k 2 k

i = 1, 2,L, N (8)

对于式(8)，从频域上看，各个子数列代表着接

收信号数列通过不同滤波器后的滤波结果，因此滤

波器如果具有线性相位，即框架实系数 p[k ] 和

qi

[k ] (i = 1, 2,L, N ) 是中心对称的或反对称的，重构过

程就可以避免失真；而从时域上看，各个子数列代

表着了对接收信号的局部信号数列进行不同线性加

权的结果。不同于一个波形周期内矩形脉冲信号的

恒幅度，升余弦脉冲信号的幅度是不断变化的，因

此如果系数 p[ ] 和 qi

k [k ] 的长度较长，将使得加权过程

所涉及到局部信号数过多，信号之间的相关性下降，

导致分解效果降低，同时也大大提高了分解和重构

算法的计算复杂度。出于这种考虑，本文从众多已

经构造出来的最小能量框架中选用了下列 2 组[4]：

 .
1 1 1 p[k ] = [ , , ]

 4 2 4
 .
 −
q1 2 2

[k ] = [ , 0, ] (9)
4 4

 .

2 −1 1 −1q [k ] = [ , , ]
 4 2 4


46       33
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号的大部分信息和能量，而d[n ] ，e[n ] 则都代表 s[n ] 的

高频部分，2 个子数列的绝对值大小和数列 c[n ] 相比

较，几乎可以忽略不计；对高斯噪声数列u[n ]而言，

由于其各点之间的不相关性，3 个子数列的值仍然

都表现出高斯噪声的统计特征，且噪声信号的能量

均匀的分布在 3 个子数列上。而且在这组框架下，

其他均值为 0，任意方差的高斯噪声序列的分解子

数列也均表现出了这种统计特性。

图 1  升余弦脉冲信号抽样数列在式(9)下的分解

图 2 高斯白噪声抽样数列在式(9)下的分解

基于图 1 和图 2 的结果，在制定去噪算法时需

要针对不同的子数列采用了不同的策略，以尽量保

持原始信号成分和最大化地去除噪声影响，达到最

佳的去噪效果。对于加性高斯白噪声，有如下的硬

阈值函数[12,13]：

0, x ≤e e
h (x) =  (11)

x,其他

其中， e 是阈值， x 是分解系数。

3 47

 .
1 1 3 1 1 p%[k ] = [ , , , , ]

 16 4 8 4 16

 .

q%1 1 1 3 1 1
[k ] = [0, , − , , − , ] 16 4 8 4 16

 (10)
.




2 1 7 7 1
q%[k ] = [ , − , 0, , − ]

 16 8 8 16
 .
 1 7 7 1

q% 3


[k ] = [0, , , 0, − , − ]

16 8 8 16

注：数列上的黑点表示零点位置。

应用离散信号空间上最小能量框架进行去噪

的理论基础就是先分析发送信号数列 s[n ] 和噪声数

列u[n ]在框架的各个子数列下的分解系数的不同统

计特征，再根据这些特征的差异性制定一个具体算

法来对其接收信号的分解系数进行修正后重构信

号，从而去除噪声的部分影响，尽量恢复原始信号。

下面将基于上述 2 组最小能量框架分别给出其对应

的去噪算法。

3.1  基于式(9)的阈值去噪算法Ⅰ

2
下面开始分析正升余弦脉冲信号 s(t) = +

3T
2π T

[1+ cos (t − nT − )],  0≤ t ≤T 的抽样离散数列
T 2

在式(9)下的 3 个子数列的分解系数的特性（注：负

信号和正信号的区别仅在于 Y 轴的正负性，因此在本

质是一样的），设每个脉冲信号的时间宽度为T = 1，
抽样间隔为 0.01，则根据式(5)的分解算法对 s(t) 的抽

样信号 s[n], 0≤n≤100进行分解，产生了3 个点数都

1 1

次 ∑
00

为 50 的子数列，依 为 c[n ] = p k −
2

[ 2 n ]s[k ] 、
k =0

1 100 1 1 00

d 1 2
[n ] = ∑q

2
[k −2 n ]s[k ] 和 e[n ] = ∑q [k −2 n ] s[k ]，具体

k =0 2 k =0

情况如图 1 所示。

接着产生一个长度为 100，均值为 0，方差为 1
高斯噪声序列u[n ]，同样对其进行分解，也产生了 3

1 100

个点数为 50 的子数列，即 c1[n ] = ∑ p[k −2 ]u[k ] 、
2

n

k =0

1 1 0 1 10 0

[ = ∑
0

d 1 2
1 n ] q [k −2 n ]u[k ] 和 e1[ n ] = ∑q [k −2 n ]u 具

2
k ，

2
[ ]

k =0 k =0

体情况如图 2 所示。

比较图 1 和图 2，可以清楚看出对 s[n ] 而言，其

子数列 c[n ] 基本反映 s[n ] 的基本细节部分，承载了信
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根据上述分析，在数字通信系统的接收机端增

加了一个信号去噪的预处理环节，在解调器对受加

性高斯白噪声污染的二进制升余弦脉冲信号进行

解调之前进行信号去噪的预处理工作，其相关过程

具体描述如下。

1) 原始设定：脉冲宽度为Ts s，归一化后发射

功率恒定为 1，且升余弦脉冲波形在信道传输过程

中受到均值为 0，方差为d 2 的加性高斯白噪声的影

响 。 两 端 同 步 后 接 收 机 对 每 个 接 收 波 形

r(t),  NTs ≤ t ≤ (N +1)Ts , N = 0,1,L 进行抽样间隔

为Ts /100 的等距抽样且得到离散信号数列 r[n ]。

2) 信号预处理环节：

① 分解：

1
∑
100

第 一 层 分 解 ： 令 c[n ] = p[k −2 n ]r[ k ] ，
2 k =1

1 100 1 00
1 1

d[ ] [ −2 ] [ ] e 2
n = ∑q

2
k n r k ， [n ] = ∑q − r 。

k = 2
[k 2 n ] [k ]

1 k =1

1 50

第 二 层 分 解 ： 令 cc[n ] = ∑ p[k −2 n ]c[k ] ，
2 k =1

1
∑
5 0

d 1 1 50

c 2
[n ] = q −

2
[k 2 n ]c[k ] ， ec[n ] = ∑q − c 。

k =1 2
[k 2 n ] [k ]

k =1

其中， p[ k ] , q1 2

[k ] , q [k ] 数值如式（9）所示。

② 去噪：对分解系数数列 d[n ] 、 e[n ] 、 dc[ n ] 和

ec[n ] 而言，设定其阈值大小依次为 e d = 2.6 ×10−2 、

e 5 4
e = .7 ×10− 、 e d c = 1.8×10−2 和 e = 4.0 ×10−4

ec 。采

用式（11）的硬阈值函数，即凡是绝对值小于这个

阈值的点全部置零，依次得到 4 个新数列d '

[n ] 、e '

[ n ]、

dc '

[n 和 ec '

] [n ] 。

③ 重构：利用重构式(6)对数列 cc '

[n ] 、 dc [n ] 和

ec '

[n ] 进行重构得到一个新数列 c '

[n ] ，再利用重构公

式对数列 c ' ' '

[n ] 、d [n ] 和 e [ n ]进行重构得到去噪后的新

信号 r̂[n ]，根据抽样定理的重构公式，使用序列 r̂[n ]进

行重构且得到信号波形 r̂(t )。

3) 解调：对处理后的波形 r̂(t )进行解调检测，

输出判决结果。

3.2 基于式(10)的阈值去噪算法Ⅱ

下面开始分析升余弦脉冲信号 s(t) 的抽样离散

数列 s%[n ] 在式(11)下的子数列的分解系数的特性，则根

据式(5)的分解算法得到了4个点数都为50的子数列，

1 100 1 100

%依次为 c% ] ∑ % % d = ∑ %1
[n = p − s 、 q − s% 、

2
[k 2 n ] [k ] [n ] [ k 2 n ] ]

=0 2
[k

k k =0
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1 100 1 100

e%[n ] = ∑q2
[k −2 n ] s%[k ] f%% 和 [n ] = ∑q%3

[k −2 n ] s%[ k ] ，具体
2 k =0 2 k =0

情况如图 3 所示。

图 3  升余弦脉冲信号抽样数列在式(10)下的分解

接着产生一个长度为 100，均值为 0，方差为 1
高斯噪声序列u%[n ]，同样对其进行分解，也产生了 4

1
∑
100

个点数为 50 的子数列，即 c%1[n ] = p%[ 2 n ]u[ ] 、
2

k − % k

k =0

1 0 1 0

d ∑
1 0 0

% = q%1 1
1[n ] [k −2 n ]u%[ k ] 、 e%1[ n ] = ∑q%2

2 2
[k −2 n ]u%[ k ] 和

k =0 k =0

1 100

f% 3
[n ] = ∑q%[ k −2 n ]u%[k ] ，具体情况如图 4 所示。

2 k =0

图 4  高斯白噪声抽样数列在式(10)下的分解

比较图3和图4，可以清楚看出对 s%[n ] 而言，c%[n ] 、

e%[n ] 和 f%[n ] 基本反映 s%[n ] 的细节部分，但幅度有着较

大差异，而 d%[n ] 绝对值大小基本趋近零值；而对高

斯噪声数列u%[n ]而言，由于其各点之间的不相关性，
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不同阈值。本文把阈值都设定在分解后各自子数列

的最大绝对值上，这样就可以在不损害原始信号成

分的前提下尽量去除噪声成分。而部分数列因为绝

对值太小，为降低去噪算法的复杂度，因此在基本

不影响效果的情况下就把它们直接置零处理；而在

分解层数的选择上，我们注意到，原始信号成分和

噪声成分得以分离的一个原因是由于信号数列值

之间的局部较强相关性和噪声数列值之间的不相

关性，但随着分解的进行，这两者都会受到一定的

破坏。相关研究表明，当分解层数大于 2 后，就基

本上再难以分离原始信号成分与噪声成分，因此这

里把分解层数设定为 2。

4 仿真结果

上节给出的 2 个去噪算法都充分利用了信号

的先验信息，分析了原始信号和噪声的分解子序

列的各自统计特性，去噪时通过使用合适的阈值

和直接归零的方法，最大化去除噪声对信号影响。

以式（9）的去噪算法为例，图 5 给出了其处理信

号过程。

图 5  式(9)的去噪预处理环节

这里通过计算机仿真来验证这套算法的具体

去噪效果，设发射机采用 BPSK 调制方式且采用脉

冲宽度为 1 单位时间，发射功率为 1 的升余弦脉冲

信号，信号 s(t) 在传输过程中受功率密度谱为d 2 的

高斯白噪声的污染。

信号 s(t) 一共包含了106 个脉冲信号，两端

同步后接收机对接收波形 r(t ) 进行抽样间隔为

0.01 的等距抽样且得到离散信号数列 r[n ]。利用

上节给出的 2 个去噪算法逐个对接收信号的每

100 个点的抽样数列进行去噪，处理后分别得到

新信号 r1[n ] 和 r2 [n ] ，把这 2 个离散信号分别进行

数模转换，最终得到了预处理后的模拟信号 r1 (t )

3 49

4 个子数列的值仍然都表现出高斯噪声的统计特

征，且噪声信号能量也是均匀分布在 4 个子数列上。

而且在这组框架下，其他均值为 0，任意方差的高

斯噪声序列的分解子数列也均表现出了这种统计

特性。

根据上述分析，同样增加信号去噪的预处理环

节，过程具体描述如下：

1) 原始设定：同 3.1 节的设定且得到了离散信

号数列 r%[n ]。

2) 信号预处理环节：

①分解：

1 100

第 一 层 分 解 ： 令 c%[n ] = ∑ p% k −
2

[ 2 n ]r%[ k ] 、
k =1

1 100 1 100

d%[n q1
] = ∑ %[ k −2 n ]r%[k ] 、 e%[n ] = ∑q%2

− %
2 2

[k 2 n ]r[k ] 和
k =1 k =1

1 0

f n ] = ∑
10

% q%3
[ [k −2 n ] r%[k ] 。其中， p% 、q%1

k
% 和 q%3

k 、 2

2
[ ] [ ] q[k ] [k ]

k =1

的数值如式(11)所示。

第二层分解：对数列 c%[n ] 、 e%[n ] 分别设定阈值

ec% = 1.15 和ee% = 0.56，并利用分解公式对处理后这

2 个数列再进行一次分解，得到 2 组共 8 个子数列，

依次为 c 、 %d% % %%c%[n ] c [n ]、c%e%[ n ] 和 c%f[ n ] ；e%c%[n ] 、e%d[n ]、e%e%[ n ]

和 e%f%[ n ] 。

② 去噪：把数列d% c% % %
[n ] 、 d[n ]、e%d[n ]和 f%d%[n ] 的值

全部置零；对数列 f%[n ] 设阈值e % = 0.15；而对数列
f

c%c% n 、 %
[ ] c%e%[ n ] 和 c%f[ n ] 分别设定阈值 ec%c% = 0.83 、

ec%e% = 0.40 和 e % = 0.1；对数列 e%c%[n ] 、e%e%[ n ] 和 e%f% 分
c%f [ n ]

别设定阈值ee%c% =0.40、ee%e% =0.20 和e % =0.05。
e%f

③ 重构：利用重构式(5)对处理后数列进行逐
ˆ层重构，最终得到去噪后的新信号 r%[n ]，根据抽样定

理的重构公式，使用序列 r̂[n ]进行重构且得到信号波

r̂形 %(t)。

3) r%̂解调：对处理后的波形 (t)进行解调检测，

输出判决结果。

最后解释一下阈值及分解层数的设定问题：分

析文献[11]给出的关于矩形脉冲信号和高斯噪声的

分解效果图可知，由于矩形脉冲的幅度恒定，因此

在分解时其原始信号能量将绝大部分集中于第一

个分解子数列中，因此阈值仅仅设定了一个；而升

余弦信号由于幅度是变化的，因此原始信号能量的

分布相对分散一些，因此需要针对不同子数列设定
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和 r2 (t) 。为更好地评价效果，这里也利用直接

对连续信号波形进行处理的 D4 单小波阈值去

噪算法对接收波形 r(t )进行去噪处理，得到了

信号 r3 (t)。假定接收信号的去噪过程都是在一

个叫“去噪器”的黑箱子中完成的，则其输入

信号的信噪比和使用不同去噪算法去噪后的 3

个输出信号的信噪比之间的关系曲线如图 6

所示。

图 6  不同去噪算法的去噪效果

离散空间上的最小能量框架在对接收信号的

抽样数列进行分解时，去噪算法可以把把被污染的

信号分解到多个子带上，在充分利用先验信息的情

况，可以有效分离和去除噪声成分，因此利用式(9)

和式(10)的最小能量框架都可以取得较好的去噪效

果，且其效果明显优于传统的 D4 小波去噪算法。

观察图 6 的结果，可以清楚看出对于受到加性高斯

白噪声影响的二进制升余弦脉冲信号，去噪后部分

噪声能量从接收信号中被去除，从而使得处理后的

信号的信噪比获得提升。不管噪声功率密度谱的大

小，D4 小波去噪算法可以获得 1.8 dB 左右的信噪

比指标提升，基于式(11)的去噪算法的提升幅度为

2.7 dB 左右，而基于式(10)的去噪算法的性能更好

一些，提升幅度为 3.1 dB 左右。究其原因，D4 小

波去噪时把信号分解成 2 个子数列时，原始信号

成分和噪声成分的分离程度明显劣于后面两者，

因此去噪效果要差一些。而观察图 1~图 4 可以看

出，式(9)分解时原始抽样信号的能量绝大部分都

集中在第 1 个子数列上，而式(10)分解时原始信

号的能量虽然大部分集中在第 1 个子数列，但第

3 和第 4 个子数列上也占据了一定的份额，在噪

声能量在 2 个框架上分解时都是均匀分布的情况

下，显然式(9)的阈值去噪效果会比式(10)要好一

些。

由此可见，如果接收机增加了一个简单的预处

理环节，在发射功率没有提高的情况下，进入解调

检测环节的信号的信噪比可以大幅度提高，有效降

低了信息传输的误码率，从而提高通信系统的整体

性能。

5  结束语

本文利用了 2 个不同的离散信号空间上最小能

量框架对升余弦脉冲信号展开去噪算法的研究。结

果表明，如果利用本文所提供的 2 个去噪算法，在

接收机端增加一个简单的去噪预处理环节，则可以

改善数字通信系统的性能，获得了较大的性能增

益。这些工作和仿真结果表明离散信号空间上的最

小能量框架在信号去噪领域上具备很好的应用前

景，值得做进一步深入研究。
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